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Verzweigungs- und Erneuerungstheorie

Aufgabe 1

Es sei 􏿴𝑍(𝑡)􏿷
𝑡≥􏷟

ein Markov-Verzweigungsprozess und 𝜇􏷡(𝑡) = 𝔼𝑍(𝑡)􏷡 < ∞ ür alle 𝑡 ≥ 0. Die
Erzeugendenfunktion der Anzahl der Nachkommen einer Person sei ℎ, und der Wartezeitpa-
rameter sei 𝜆. Wie in der Vorlesung sei 𝛼 = 𝜆(ℎ′(1) − 1). Zeigen Sie, dass

𝜇􏷡(𝑡) =
⎧⎪
⎨⎪⎩

ℎ″(􏷠)
ℎ′(􏷠)−􏷠

𝑒􏷡𝛼𝑡 − ℎ″(􏷠)−ℎ′(􏷠)+􏷠
ℎ′(􏷠)−􏷠

𝑒𝛼𝑡, falls ℎ′(1) ≠ 1,

𝜆ℎ″(1)𝑡 + 1, falls ℎ′(1) = 1.

Aufgabe 2

Ein Vektor 𝜋 = (𝜋􏷠,𝜋􏷡, . . . ) mit 𝜋𝑗 ≥ 0 und∑𝑗 𝜋𝑗 = 1 heißt stationäre Verteilung einer Kee 𝑋 ,
wenn 𝜋 = 𝜋𝑃(𝑡) ür alle 𝑡 ≥ 0. Es gilt, dass dann 𝜋 = 𝜋𝑃(𝑡), ür alle 𝑡 ≥ 0, äquivalent ist zu
𝜋𝐺 = 0 (z.B. Grimmet, Stirzaker: Probability and Random Processes, S.261).
Ein Geburts-Todes-Prozess 𝑋 = {𝑋(𝑡)}𝑡≥􏷟 ist eine Markovkee in stetiger Zeit mit Generator-

matrix

𝐺 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

−𝜆􏷟 𝜆􏷟 0 0 0 ⋯
𝜇􏷠 −(𝜆􏷠 + 𝜇􏷠) 𝜆􏷠 0 0 ⋯
0 𝜇􏷡 −(𝜆􏷡 + 𝜇􏷡) 𝜆􏷡 0 ⋯
0 0 𝜇􏷢 −(𝜆􏷢 + 𝜇􏷢) 𝜆􏷢 ⋯
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Untersuchen Sie, welche Bedingung an die 𝜆𝑖 und 𝜇𝑖 gestellt werden müssen, damit eine Sta-
tionäre Verteilung existiert und berechnen Sie diese.

Aufgabe 3

Betrachten Sie einen Immigrations-Todes-Prozess, das ist ein Geburts-Todes-Prozess mit 𝜆𝑛 = 𝜆
und 𝜇𝑛 = 𝑛𝜇. Zeigen Sie, dass die Erzeugendenfunktion 𝐹(𝑠, 𝑡) = 𝔼(𝑠𝑋(𝑡)) gegeben ist durch

𝐹(𝑠, 𝑡) = 􏿴1 + (𝑠 − 1)𝑒−𝜇𝑡􏿷 exp 􏿴𝜌(𝑠 − 1)(1 − 𝑒−𝜇𝑡)􏿷

falls 𝑋(0) = 1 und 𝜌 = 𝜆
𝜇 .

Hinweis: leiten Sie zunächst die Vorwärtsgleichung ür 𝐹: 𝜕𝐹
𝜕𝑡 = (𝑠 − 1)􏿵𝜆𝐹 − 𝜇 𝜕𝐹

𝜕𝑠 􏿸 her.


