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1. Übungsblatt

Aufgabe 1 (4+3+1=8 Punkte)

Es sei Ω = {1, . . . , 4}. Geben Sie jeweils die von den folgenden Mengensystemen erzeugten σ–Algebren über
Ω an:

(i) C1 := {{1, 2}}

(ii) C2 := {{1}, {2}}

(iii) C3 := {{1}, {1, 2, 3}}

(iv) C4 := {{1}, {2}, {3}}

Geben Sie drei Erzeugendensysteme für die triviale σ–Algebra P(Ω) an, die aus jeweils unterschiedlich vielen
Elementen bestehen. Wieviele Elemente muss ein Erzeugendensystem für P(Ω) mindestens besitzen?

Aufgabe 2 (3+4=7 Punkte)

(a) Sei Ω 6= ∅. Zeigen Sie, dass

A := {A ⊆ Ω : A abzählbar oder AC abzählbar}

eine σ–Algebra über Ω ist.

(b) Seien Ω,Ω′ 6= ∅ und f : Ω→ Ω′ eine Abbildung. Beweisen oder widerlegen Sie:

(i) Ist F ′ eine σ–Algebra über Ω′, so ist

F := {f−1(A′) : A′ ∈ F ′}

eine σ–Algebra über Ω.

(ii) Ist F eine σ–Algebra über Ω, so ist

F ′ := {f(A) : A ∈ F}

eine σ–Algebra über Ω′.

Aufgabe 3 (3+2=5 Punkte)

Beweisen Sie die Aussagen der Bemerkung 1.1.7 über die Spur–σ–Algebra.

Aufgabe 4∗ (+ 4∗ Punkte)

Wir betrachten die Potenzmenge der natürlichen Zahlen P(N) und definieren für jedes n ∈ N das Mengen-
system Cn := {{1}, . . . , {n}}. Sei Fn := σ(Cn). Man zeige:

(a) Fn = {A ⊆ N : A ⊆ {1, . . . , n} oder {n+ 1, n+ 2, . . .} ⊆ A}.

(b) Fn ⊆ Fn+1.

Ist
⋃∞

n=1 Fn eine σ–Algebra über N?


